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Prélogo

El autor Victoriano Lopez Rodriguez en el prologo de su libro Problemas
resueltos de electromagnetismo, hace referencia a un proverbio de Confucio que
decia:

Olvido lo que oigo, recuerdo lo que veo y aprendo lo que hago.

Es por lo que esta coleccion de dos libros de Mecanica se ha escrito con la idea
de que el estudiante aprenda Mecanica haciendo problemas.

Como se ira viendo segun se vaya avanzando a largo de ambos libros, estos no
pretenden ser textos basicos en los que se explique la Mecanica con la profundidad
y rigurosidad de los libros tedricos, sino que solo se daran una serie de pinceladas
sobre los conceptos basicos de cinematica (tomo I: Problemas resueltos de Mecénica
para ingenieros: Cinematica) y dinamica (tomo II: Problemas resueltos de Mecanica
para ingenieros: Dinamica). Estos conceptos iran distribuidos en capitulos, de tal
manera que cada uno de ellos acabard con un problema resuelto, ejemplo muy
sencillo en el que se pongan en practica dichos conceptos, y las expresiones y
notacion indicadas.

En este primer tomo, se trata la Cinematica 3D y 2D, y tras los capitulos
tedricos se tienen una serie de problemas, también resueltos, en los que se detalla
cada uno de los pasos que se deben dan para completar los calculos, y en los que se
iran introduciendo conceptos nuevos, y se ird haciendo hincapié en otros ya vistos.

La mayoria de los problemas presentados en este libro han sido planteados en
examenes del grado en Ingenieria Electronica y Automatica de la EINA de
Zaragoza, por lo que se consideran de un nivel adecuado para comenzar a preparar
la asignatura de Mecanica de otras titulaciones de Ingenieria.






1. Cinematica de la particula

1.1. Introduccién

La mecanica estudia y modela el movimiento de los diferentes sistemas
mecanicos relacionandolo con sus causas y tratando de establecer su
comportamiento futuro.

La mecanica se subdivide, atendiendo a los sistemas objeto de estudio, segun
el siguiente esquema

Mecanica Clasica Solido rigido ——— Maquinas y mecanismos
: Medios continuos Solidos deformables
Fluidos
Relativista
Cuantica

En este libro de Mecanica se presentan las bases de la Mecanica Clasica
aplicada principalmente a sistemas mecanicos compuestos por solidos rigidos y se
estructura en dos bloques:

— Cinematica («kinematics»): descripcion del movimiento

— Dinamica («kinetics»): relacion entre el movimiento y las acciones que lo
causan (fuerzas, momentos)

El analisis dinamico presenta dos grandes enfoques:

— Vectorial: se explica la evolucidon de los sistemas mecanicos a partir de
magnitudes vectoriales como fuerza y momento, aplicando los llamados teoremas
vectoriales (Teorema de la Cantidad de Movimiento y Teorema del Momento
Cinético)

— Analitica: en este caso se trata de explicar la evolucion del sistema a partir
de magnitudes escalares como energia y trabajo. Existen diferentes planteamientos,
como el Teorema de la Energia, el Principio de los Trabajos Virtuales, Ecuaciones
de Lagrange, etc.
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1.2. Referencia. Tipos y como se definen

En este texto, como es habitual en los cursos de Mecanica, se comenzara por
el analisis del movimiento de la particula P, para pasar después al sélido y sistemas
multisélido. Cuando se introduzcan los principios de la dinamica se hara algo
semejante, comenzando por la dindmica de la particula, pasando luego al trabajo
con solidos rigidos.

La cinematica de la particula P, estudio del movimiento de esa particula
independientemente de las causas que lo producen.

Para poder describir el movimiento de P, sera necesario definir previamente
desde donde se observa este movimiento, puesto que esto condiciona la apreciacion
del mismo. El lugar desde donde se observa el movimiento recibe el nombre de
referencia de estudio, o simplemente, referencia.

Las referencias pueden ser:

Fija: Se observa el movimiento desde un lugar que no se mueve, es decir, que
esta fijo. En este libro de Mecanica orientado a grados de Ingenieria de la Rama
Industrial, se considera la Tierra como una referencia fija, despreciando el efecto
de su movimiento por el espacio sobre maquinas o vehiculos terrestres.

En este caso se esta observando movimiento absoluto:

«Me encuentro en la acera, y observo como circula un autobusy.

Movil: Se observa el movimiento desde un lugar de observacion que se mueve,
es decir, que tiene velocidad. Ejemplos de este tipo de referencia son un autobus,
una plataforma que gira, etc.

En este caso se esta observando movimiento relativo:

«Voy montado en un autobus y veo un peatoén esperando en un semaforo.
Aunque el peaton esta quieto, yo aprecio que se estd moviendo»

Existen distintos tipos de referencias relativas o moviles, y estas son la
traslacional, la rotacional y la roto-traslacional

Cinta transportadora Balancin Tiovivo

> o2

FIGURA 1.1. Referencia FIGURA 1.2. Referencia FIGURA 1.3. Referencia roto-
traslacional es aquella que rotacional es aquella que solo traslacional es aquella que
solo tiene movimiento de tiene movimiento de rotacion combina rotacién y traslacion
traslacion simultaneas
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En relacion con el movimiento de un objeto o particula:

Dos personas que estan en distintas referencias, detectan diferente movimiento
de una misma particula.

Dos personas que estan en la misma referencia, aunque estén en distintos
puntos de la referencia, observan idéntico movimiento de la particula (por ejemplo,
dos personas dentro de un autobus, una sentada al fondo, y otra de pie al principio,
ven el mismo movimiento de un tercer viajero que camina dentro del autobus
buscando un asiento).

Una referencia se define siempre de forma o matematicamente con un punto
(lugar de observacidn) y tres direcciones ortogonales dos a dos que podran ser fijas
(para la referencia absoluta) o moviles (en las referencias relativas). Mas adelante
se sefialara la diferencia entre referencia y base de proyeccion con mayor claridad.

Para unificar notacion, cuando la referencia es fija, el punto que la define
siempre sera «O», mientras que, para referencia movil, el punto que la define sera
uno distinto de «O». Se reserva el uso de las mayusculas para denotar a los puntos.

ez e3
' REF
0: fijo A: mévil
ey e; & ez
REF=(0O;e1eze3) REF=(A;e;ezes)
O fijo > REF. ABS A mavil <> REF. REL
FIGURA 1.4. Referencia fija FIGURA 1.5. Referencia absoluta

1.3. El vector posicion

Una vez presentado el concepto de referencia y como se define, ya se puede
platear la cinematica del punto:

El movimiento de P queda definido como el cambio de posicion de P en
funcioén del tiempo.

Se define el vector de posicion como el que une un punto fijo en la referencia
(origen del vector de posicion) con el punto P objeto de estudio (P es siempre el
extremo del vector de posicion).
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Zy
B T g
______________________________ P
; rz : i
' 45 : = *y
x| ry
rx
0P — [Tx] OP = |1
Ty 7
FIGURA 1.6. Vector 2D FIGURA 1.7. Vector 3D

En este texto, siempre se expresaran los vectores en forma de columna.

1.4. Derivada del vector de posicion: vectores velocidad y
aceleracion

Una vez fijada la posicion de un punto, se calcula el vector velocidad derivando
el vector posicion

Urer(P) = = [OP]rgr

d
dt

Una vez calculada la velocidad de un punto, se calcula el vector aceleracion
derivando el vector velocidad

d
YREF (P ) = a [ﬁREF(P )]REF

Para un ejemplo 2D, el extremo de la saeta de un reloj, se tendria:
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— Se fija la referencia de estudio absoluta: (O;
XY).

— Se traza el vector de posicién OP, cuyo
modulo se denominara d(OP).

— Se proyecta el vector sobre los ejes XY.

—1 _ [d(OP) sen 6
[OP]xy = [d(OP) cos 0],

FIGURA 1.8. Vector posicién de P
— Se identifican los parametros variables: solo
0, ya que la distancia d (OP) es constante

— Para el caso de movimiento absoluto expresado en unos ejes fijos XY Z, puede

afirmarse, como el lector conoce de cursos precedentes, que la derivada se
correspondera con las derivadas de sus componentes.

dr,
. ; [ x/dt}
—F =—{[F — dny
{[dtr]REF_ABS}XYZ dt [Trer ans}yy /dt

[drz/dtJ

Por tanto, para el ejemplo del reloj, la velocidad del extremo de la saeta sera:

XYZ

s Py = | 407 56000 |
XY

—d(OP) fsen 6

Obsérvese que la derivada del angulo (en este caso parametros variable con el
tiempo) se expresa con un punto superior, que sera la notacion a seguir a partir de
este momento.

Y de la misma manera, para calcular la aceleracion, se derivaria de nuevo el
vector velocidad. Como se sigue derivando en unos ejes fijos, bastaria derivar las
componentes del vector velocidad. En este caso, el Uinico pardmetro que sigue
siendo variable es 8, ya que @ es constante (la sacta del reloj gira a velocidad
angular constante) y por tanto 6 = 0
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d(OP) bcos 6 — d(OP) 6%sen 6

Y2 P = . A
[Vabs(P)]xy —d(OP) fisen 6 — d(OP) 62cos 6

_[—d(OP) 62sen 0
xy L—d(OP)6%*cos 6

XY

La manera de trabajar en 3D seria idéntica, pero utilizando vectores de tres
componentes. Se vera un ejemplo 3D resuelto al final de este capitulo 1.

1.5. Interpretacion geométrica de los resultados. Coherencia
en las unidades

Se van a interpretar ahora los vectores velocidad y aceleracion obtenidos en el
apartado anterior.

Si se dibujara graficamente el vector velocidad del extremo de la saeta se
tendria lo mostrado en la figura 1.9. Este vector no deja de tener, en modulo, el
valor visto en Fisica General de wr. A este modulo del vector velocidad se le
denomina celeridad, y en la nueva notacion, w = 6 y r seria la distancia OP. Su
direccion es tangente a la circunferencia que describe el extremo de la saeta.

Si se descompusiera el vector
velocidad en sus componentes en X
e Y, bastaria proyectar usando la
trigonometria, y resultando que la
componente en X tiene signo
positivo y va multiplicada por el
coseno, y la componente en Y,
. tendria signo negativo e iria
[Paps(P)lxy =d(0PY6 myltiplicada por el seno. Esto es
FIGURA 1.9. Vector velocidad de P precisamente lo que indica el vector

obtenido al derivar:

*\d(0P)écosh "

[Baps (P = [ d(OP) Gcos § ]
XY

—d(OP) Osen 6

En cuanto a las unidades, se tiene una expresion en la que se multiplica una
distancia (m en el SI) por una velocidad angular (s en SI), lo que da lugar a
unidades de velocidad m/s.

Se va a realizar a continuacion el mismo analisis, pero para la aceleracion.
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En el caso de un punto que describe trayectorias circulares a una velocidad
angular constante, aparece Unicamente, y tal y como se ve en Fisica General, la
aceleracion normal, que va dirigida hacia el centro de esa trayectoria circular.

N

d(0P)é%send

FIGURA 1.10. Vector aceleracion de P

[Vabs(P)]xy=[

Esta aceleracion normal, se
suele expresar como w?r. Con la
nueva notacion, la aceleracion
normal quedaria d(OP)6? Si
ahora se proyecta sobre los ejes XY
utilizando trigonometria, se tendria
signo negativo en las dos compo-
nentes, apareciendo el seno en la
componente X y el coseno en la
componente Y. Precisamente, lo
que se ha obtenido al derivar el
vector velocidad.

—d(0OP)6%sen 0]
—d(0P)62 cos 6 Xy

En cuanto a las unidades, se tiene una expresion en la que se multiplica una
distancia (m en el SI) por una velocidad angular al cuadrado (s en SI), lo que da

lugar a unidades de aceleracion m/s?,

Supoéngase ahora que la saeta se fuera acelerando poco a poco, y que, por tanto,
su velocidad angular no fuera constante. En este caso, 6 # 0. Ahora no solo se
tendria la componente normal de la aceleracion, sino también la tangencial, ambas
conocidas como componentes intrinsecas de la aceleracion. Se muestra en la
siguiente figura representada unicamente dicha aceleracion tangencial.

Y

d(0P)fcosf «

d(OP)@send
[Fabs(P)lxy = d(0P)§

FIGURA 1.11. Componentes intrinsecas de la
aceleracion de P

Si se descompusiera el vector
aceleracion tangencial en sus
componentes en X e Y, se
volveria a proyectar usando
trigonometria, y resultando que la
componente en X tiene signo
positivo y va multiplicada por el
coseno, y la componente en Y,
tendria signo negativo e iria
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multiplicada por el seno (al igual
que la velocidad tangencial). Si se

retoma el resultado del vector aceleracion antes de haber anulado los términos que
contenian 6, se tiene:

_ d(OP) 6cos @ — d(OP) 6%sen
[Vabs (P)xy = . 22
—d(OP) Osen 6 — d(OP) 6cos 0 |,

En cuanto a las unidades, se tiene una expresion en la que se multiplica una

distancia (m en el SI) por una aceleracién angular (s en SI), lo que da lugar a
unidades de velocidad m/s.

1.6. Problema ejemplo

Se observa el movimiento de una atraccion de feria en la que su brazo gira en
el plano con velocidad angular constante 6. Sobre el brazo desplaza una cabina, de
tal manera que la distancia s es variable. A su vez, la cabina gira con velocidad
angular no constante ¢. En la figura se muestran los datos geométricos para poder
resolver el problema, asi como una vista auxiliar. Se pide calcular la velocidad
absoluta y plantear el calculo de la aceleracion absoluta de un punto P de la periferia
de la cabina. Entiéndase P, como el punto de acceso a la cabina, por ejemplo.

@éﬁ

' 4
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FIGURA 1.12. Vista de perfil del sistema
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FIGURA 1.13. Vista desde arriba segln la direccién del eje de revolucién de
la cabina

En primer lugar, es necesario definir el vector OP y proyectarlo sobre XY Z :
OP=5+h+R

Dado que ahora se esta trabajando ya en 3D, y la proyeccion de los vectores se
complica, utilizaremos sistemas coordenados auxiliares que ayuden a llegar a la
proyeccion final sobre XY Z. Se denominaran como 123, 1°23".

NOTA: los sistemas coordenados siempre se deben dibujar en sentido
dextrégiro (el producto vectorial de 1x2, da como resultado el vector 3. En este
texto, se denotara con «x» todos los productos vectoriales).

Se muestran las imagenes en las que se han afiadido los sistemas coordenados
auxiliares:

‘\90

AL AL S S A S 1
 ———
IIIII SIS

¢ g
! |
| |

FIGURA 1.14. Representacion de los ejes 123 FIGURA 1.15. Representacion de los ejes 123




20 Arantza Martinez Pérez y Jorge Aisa Arenaz

—S —scos6

{8h2s = [ 0 = 0
0 -123 Ssen9 XYZ

_ (0] hsenf

{H}123 = |0 = 0
_h_123 hcos@ XYZ
R [Rcose Rcosgcosf
{E}1'2'3' =10 = Rsen(p =[ Rse’n(p
0li23 L 0 13 L—Rcospsenél,, ,

Obsérvese que para el vector R es necesario proyectar dos veces. R esta sobre
el eje 1°. En una primera proyeccion, las componentes pasan a los ejes 1 y 2. La
componente que queda sobre 2, no es necesario volver a proyectarla, porque el eje
Y coincide sobre el eje 2. Sin embargo, la componente que queda sobre el eje 1, se
debe proyectar sobre X y Z.

El lector debe comprender que el vector R es siempre el mismo, pero cambia
de forma al expresarse en diferentes bases y, por tanto, sus componentes son
diferentes, no asi el vector. Esta observacion es fundamental para el trabajo practico
subsiguiente.

Por tanto, el vector posicién OP sobre XY Z quedara:

—scos6 + hsenf + Rcosgcosl
{OP}yy; = Rseng
ssen6 + hcos6 — Rcospsent |, .
Para calcular la velocidad de P, y dado que se ha proyectado sobre unos ejes
fijos, bastara derivar cada una de las componentes del vector. En este caso:
Valores constantes: h, R.
Parametros variables: s, 8, @.

—$co0s6 + sfsenb + hfcosb + R(—@senpcosd — Ocospsend)
{Vaps(P)}xyz = '  Rgcosg .
$senfl + scost — htsend — R(—@sengsent + Ocosgcosb) |,
Para calcular la aceleracion de P, y dado que se ha proyectado sobre unos ejes
fijos, bastara derivar una vez mas, cada una de las componentes del vector. En este
caso:
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Valores constantes: H, R, @ por lo que § = 0.
Parametros variables: s, 6, @, S, ¢, por lo que tanto §, como ¢ seran distintos
de cero.
d/dt ($cos® — sfsend + HOcosO + R(—psengpcosd — fcospsend))

Faps(P)}xyz = d/dt (Rpcosy)
ld/dt (—$sen + sfcosf — Hosend — R(—q’)sen(psen@ + écosqocos@))JXYZ

Se sugiere, para completar el trabajo de este problema, calcular la velocidad y
aceleracion de otros puntos del sistema mecanico diferentes a P.
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